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されている HgTe/CdTe の量子井戸構造を紹介する [3]。GaAs のような
通常の半導体はｓ軌道からなる伝導帯とｐ軌道からなる価電子帯を有す
る。p軌道状態はスピンを含めると、もともと 6重に縮退しているがスピ
ン軌道相互作用によって縮退が解ける。スピン 1/2と軌道角運動量L = 1
の合成角運動量は J = 3/2と J = 1/2 の固有値をもつが。J = 3/2 の状
態のうち Jz = 3/2 からなるバンドは重い正孔バンド (heavy hole band,
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図 1.1:
HH)、Jz = 1/2 は軽い正孔バンド (light hole band, LH) と呼ばれる。ま





バルク 3 次元 HgTe ではその強いスピン軌道相互作用のために J = 3/2
のバンドとｓ軌道バンドが上下逆転する。量子井戸構造では井戸幅を調
節することによってバンド反転を制御できる。また、バルクでは重い正
孔バンドと軽い正孔バンドは k = 0 で縮退しているが、量子井戸構造で
は z 方向の閉じ込め効果によってこれら二つのバンドは分離する。ここ
では s 軌道と重い正孔バンドのみに着目する。サイトR にある 4 つの状
態を次のように表す: |R, s, ↑⟩,|R, s, ↓⟩,|R, px + ipy, ↑⟩,|R, px − ipy, ↓⟩ ハ
ミルトニアンの運動項として s 軌道から s 軌道へのホッピングを tss、p




(−tss|R+ eµ, s, σz⟩⟨R, s, σz| (1.1)
−tpp|R+ eµ, px + iσzpy, σz⟩⟨R, px + iσzpy, σz|
+tspe
iθµσz |R+ eµ, s, σz⟩⟨R, px + iσzpy, σz|
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+tspe
−iθµσz |R+ eµ, px + iσzpy, σz⟩⟨R, s, σz|)
このとき p 軌道の波動関数の異方性を考慮し、sと pの間のホッピング方
向によって tsp に伴う位相因子 θµ を導入する。θµは s と p の間のホッピ
ングで p から s を見たときのボンドと x 軸とのなす角であり、ある p 軌
道から+exへの s軌道に飛び移ったときは θx = 0、ある p 軌道から+ey








(ϵs|R, s, σz⟩⟨R, s, σz|+ ϵp|R, px + iσzpy, σz⟩⟨R, px + iσzpy, σz|)
(1.2)
を加えた HBHZ = H0 + Ht を提唱者の名前に因んで Bernevig-Hughes-
Zhang(BHZ) 模型と呼ぶ。
次に系に周期境界条件を課して、ハミルトニアンを波数表示する。





eik·R|k, s, σz⟩ (1.3)





eik·R|k, px + iσzpy, σz⟩ (1.4)
を用いると、∑
R,µ=±x,±y
|R+eµ, s, σz⟩⟨R, s, σz| =
∑
k








(σz sin(kx)− i sin(ky))|k, s, σz⟩⟨k, s, σz|




ϵs − 2tss(cos(kx) + cos(ky)) 2tsp(σz sin(kx)− i sin(ky))
2tsp(σz sin(kx) + i sin(ky)) ϵp + 2tpp(cos(kx) + cos(ky))
)
(1.7)



















ϵ0 = (ϵs + ϵp)/2− (tss − tpp)(cos(kx) + cos(ky)) (1.10)
R0 = (ϵs − ϵp)/2− (tss + tpp)(cos(kx) + cos(ky))
R1 = 0
R2 = 0
R3 = 2tsp sin(ky)
R4 = 2tsp sin(kx)
である。このハミルトニアンのエネルギー固有値Ekは, αiαj+αjαi = δi,j
































{γν , γµ} = −2δν.µ (1.13)
を満たすので、パウリ行列を用いて











Z[Aν ] = Det(γν(pν + gAν) +m)　 = exp(ln(Detγν(pν + gAν) +m)))
(1.16)
となる。よって有効作用を
Seff = −lnDet(γν(pν + gAν) +m)) (1.17)
と書くことができる。これに関係式 lnDet = Trln を用いて、
Seff = −Trln(γν(pν + gAν) +m) (1.18)


















































































Aµ −→ Áµ = U−1AµU + ig−1U−1∂µU (1.26)
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となる。これを SCSに施すと、




























持たない。) 境界がある系においてゲージ変換Aµ −→ Áµ = Aµ + ∂µf を
行った場合のChern-Simons項の変化は、バルクをΩ、境界を ∂Ωとして





























A ∧ dA (1.30)
と簡潔に書ける。次に微分形式をを時間と空間成分で分けて、A = A0+A





(A0 +A) ∧ (d0 + d)(A0 +A) (1.31)
となる。ここで Stokesの定理 (部分積分)を使うと∫
Ω
A ∧ dA0 = −
∫
Ω




















(2A0 ∧ dA+A ∧ d0A+A ∧ dA)
と書ける。（二つ目の等式で上記の部分積分を用いた。）ここで一様な線












































































び Seの電子配位はBi:6s26p3,Se:4s24p4 であり、ともに最外殻電子は p 軌
道にあるため、それ以外の軌道を無視する。ユニットセルには５個の原
子があり x,y,z方向に軌道を持つため合計 5× 3 = 15 個の状態 (スピンを
含めると 30 個)がある。これらの状態を |Λ, pi⟩と表す (i = x, y, z)。こ
こで Λ =Se1,Bi1,Se2,Bi1’,Se1’ として、電子のエネルギー準位がどうな
るかを考える。まず Bi と Seの結合により Bi の 2 × 3 = 6 の p電子の
エネルギーは上に押し上げられ、一方 Se の 3 × 3 = 9 の p 準位は下に
押し下げられる (図 1.2I)、次に Bi1と Bi1’との軌道混成を考えると、そ
れらの結合状態と反結合状態に分裂する。これを |P+1 , i⟩と |P−1 , i⟩ とか
く。±は結合・反結合を意味する。同様に 3つの Seの軌道混成を考えると
|P+2 , i⟩,|P−2 , i⟩、|P−0 , i⟩ に分裂する (図 1.2II)。さらに結晶は層構造をなし
ているので、結晶場の効果により, z方向は結果的に混成効果が強く現れ
反結合性軌道はより上に、結合性軌道はより下に移動する,よって pz 軌






のエネルギーが px、py のエネルギーより高くなる。（図 1.2III）このよう
にして Fermi 準位近傍では伝導バンドは主に |P+1 , pz⟩ 、一方価電子バン
ドは |P−2 , pz⟩によって構成される。そこからさらに、Bi原子のスピン軌
道相互作用により |P+1 , pz⟩は |P+1 , px,y⟩と反発を起こし、エネルギーが押
し下げられ、Se原子のスピン軌道相互作用により |P−2 , pz⟩は |P−2 , px,y⟩と
反発し、エネルギーが押し上げられる (図 1.2IV)。そのため Γ点 (k = 0)
近傍で準位交差が起きることにより反転バンドが形成されトポロジカル
絶縁体が実現する。
このようにして得られる、フェルミ面付近の |P+1 , pz⟩ と |P−2 , pz⟩の軌
道によって構成される有効ハミルトニアンを次に考える。まず k = 0で




ϵ0 +M0 0 0 0
0 ϵ0 −M0 0 0
0 0 ϵ0 +M0 0
0 0 0 ϵ0 −M0
 (1.36)
となる。スピン軌道相互作用により反転バンドが形成された場合はM0 < 0
のパラメーター領域に対応する。次に k = 0近傍の有効ハミルトニアン
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は k · p摂動により導出される。Bloch関数に作用するハミルトニアンは
H(k) = e−ik·x[− h̄
2
2m











であり、最後の項を摂動H ′ = h̄
m
k · pとして扱う。ここで p = −ih̄∇と




変換を考えると ⟨1|p|2⟩ = −⟨1|p|2⟩ = 0となる。）よって左上と右下の対





⟨P+1 , pz, ↓ |p̂x|P−2 , pz, ↑⟩ (1.38)
= ⟨P+1 , pz, ↓ |UU †p̂xUU †|P−2 , pz, ↑⟩
= ⟨P+1 , pz, ↓ |eiπ/3U †p̂xUeiπ/3|P−2 , pz, ↑⟩
= ⟨P+1 , pz, ↓ |eiπ/3(p̂x cos(
2π
3
) + p̂y sin(
2π
3
))eiπ/3|P−2 , pz, ↑⟩






















⟨P+1 , pz, ↑ |p̂x|P−2 , pz, ↑⟩ = ⟨P+1 , pz, ↑ |p̂y|P−2 , pz, ↑⟩ =　 0 (1.40)
が分かる。x軸における反転対称性からは












0 0 A′kz A(kx − iky)
0 0 A(kx + iky) −A′kz
A′kz A(kx − iky) 0 0











B 0 0 0
0 B 0 0
0 0 −B 0

















H(k) = α1Akx + α2Aky + α3A
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γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 (1.54)
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この行列を生成子とした変換をディラック場に施すと
Ψ → eiϕγ5/2Ψ, Ψ̄ → eiϕγ5/2Ψ̄ (1.55)
となる。ここで ϕは微小量とする。このときの作用の質量項は
mΨ̄Ψ → m(cos(ϕ) + iγ5 sin(ϕ))Ψ̄Ψ (1.56)
となり、質量を「回転」させるような変換となる。場Ψは積分変数でも
あるのでこのような変換を場に施すことで積分測度も




DΨDΨ̄ exp(−S − ln(J)) (1.58)
となる。次に変数変換によるヤコビアン Jを求める。Dν = iγ
ν(∂ν + eAν)
の固有スピノル un(x)を用いて場 ϕを展開すると、









































































































DD = γµγν(pµ − eAµ)(pν − eAν) (1.66)
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となる。次元がD = 3+1次元の場合、lにおける和で l > 2の項はM → ∞
で 0になる。また l = 0, 1の項はガンマ行列行列の対角和を考えると０な







となる。ここで Tr(γ5γµγνγργλ) = ϵµνρλ を用いた。今までの議論は ϕが
微小量とした議論であるが、このような変換を十分大きな回数繰り返し











































0, (z > 0)
π, (z < 0)
(1.73)
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(ϵn − ϵm)(ϵn − ϵm + iη)
×⟨n|Ji|m⟩⟨m|Jj|n⟩, (2.2)
から出発する。J は電流密度演算子 Ji = evi/Ω、f(ϵ)はフェルミ分布関
数 ϵはエネルギーである。デルタ関数
∫












(ϵ− ϵm)(ϵ− ϵm + iη)
− f(ϵ)




















































を得る。十分低温ではフェルミ関数の微分は δ(ϵ − ϵF )とみなせるので、
バンドギャップ中にフェルミエネルギーがあるときは σ(1) = 0である。次
に iv = 1
h̄
[r, H] = −1
h̄











(rivj − rjvi)⟩ (2.9)
となる。ここで磁場中で ∂H
∂Borbitalz
= 2(rivj − rjvi) + Borbitalz (r2i + r2j ) から
Tr⟨∂δ(ϵ−H)
∂ϵ























ピン Hall伝導度は上向きスピンのホール伝導度 σ↑xy = e
2/hと下向きス
ピンの Hall伝導率 σ↓xy = −e2/hの差 σSHxy = h2πe(σ
↑
































































































diαi + [m− r
∑
i
(1− cos(kiai))]β + ϵk, (2.17)
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れており、巻き付き数はそれぞれ、0 > m/r > −2において１、−2 >
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∂
  ∂
          spin
図 2.2: ３次元トポロジカル絶縁体の交差した帯磁率。0 > m/r >


















































diαi + [m− r
∑
i
(1− cos(kiai))]β + ϵk, (2.19)
















図 (2.4)は,２次元トポロジカル絶縁体においてm/r = −1とした場合
に、縦軸を帯磁率にとり、横軸をµ/∆にとった場合の計算結果である。こ


































































Mi = γijΩj, (2.22)
と表せられる。γijはこの現象を特徴づけるテンソルでありマグネトメカ
ニックテンソル（Magnetomechanic tensor)と呼ばれる。具体例として、
強磁性体では γij = γδij,と対角要素だけになり、γの値はほぼme/eとな
る。ここでmeは真空中の電子質量である。本節ではそのような応答テン






= szv⃗ + ṡz r⃗ (2.23)




































となる。この式において、δ(ϵ − H) = −G+−G−
2πi









+Tr⟨ṡz(riG2+rjG−1+ δ(ϵ−H)− riδ(ϵ−H)G−1− rjG2−)⟩) (2.27)






















−szG−(rivj − rjvi)G−⟩ (2.29)
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である。ここで試料回転の効果を考えるためにハミルトニアンに。
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の表面では、熱電係数 αQHij および、熱Hall係数 κ
QH
ij は




























jc = c∇×M (3.5)








jc = c∇µ× ∂M
∂µ
(3.7)
と書き直せる。さらに µの空間変化は電場 E = 1−e∇µと対応するので、
Hall伝導度の式













































とから、電場が０の場合はトポロジカル相では jT = jE となる。よって
エネルギー流が熱Hall伝導率 κxyと
jE = κxy∇T × ẑ (3.15)
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関係しているが、電流と磁化の関係のように














cπx Σxx Σxy Σxz
cπy Σyx Σyy Σyz
cπz Σzx Σzy Σzz
 (3.17)




MµνE = ⟨xµjEν − xνjEµ ⟩ = ⟨xµT 0ν − xνT 0µ⟩ (3.18)
と定義できる。これは角運動量






一次近似が正しいと仮定すると、座標の微小ローレンツ変換 x′µ = xµ+ ϵ
にたいして作用 Sが形を変えない (δS = 0)という要請から T µν = T νµが






であると分かる。（物質中ではこの cは vに置きかわる。）よって jE =
∇T × ∂ME
∂T







































軸方向に温度勾配をかけると θ方向にはエネルギー流 jEθ = κxy∂zT が発


































































































































di = t sin(kiai)である。ここでは格子定数 ai = 1とする。このモデルは
m/r = 0,−2,−4の場合にギャップが 0となり相が入れ替わる。トポロジ


























































が κxy ∝ T となるかを調べた。こ
こではエネルギーギャップが１となるように規格化している。そのため、
kBT = 1が臨界温度に対応する。図 (3.4)はm/r = −1の結果である。点
が計算結果であり、直線は低温の一次関数でのフィッティングの結果であ
る。図から低温では一次関数でのフィッティングが非常に良いことが分
かる。温度が kBT > 0.9以降で低温でのフィッティングから外れ、定数
となることが分かる。この結果から、交差相関応答の量子化は臨界温度
kBT = 1付近までは成り立ち、臨界温度の近傍では量子化が崩れること
が分かる。つまり臨界温度の近傍で Lz ∝ T となる。
この結果はカイラル超伝導体・超流動体の基底状態の全軌道角運動量
の問題とも関連する。絶対零度でのｐ波超伝導体が持つ軌道角運動量を


















































































































































































を想定する。そのような効果を以下のハミルトニアンを j = 0, Lzに加え
ることで表現する。



































































である。ここで Eg = ∇ϕである。こ
こでのEgの微分表現は、差分の微小極限により定義した。二つの図から


































































であり、横軸はm/rである。トポロジカル非自明相 0 > m/r > −2,




























であり、横軸はm/rである。トポロジカル非自明相 0 > m/r > −2,























































外場が重力ポテンシャルのように記述できることを説明する [19, 20, 21]。
また次の節で行われる熱的なトポロジカル項の導出の準備を行う。






















(γµpµ +mc)Ψ = 0 (3.55)
を作ることができる。これはディラック方程式とよばれる。上式の左辺
から (−γνpν +mc)をかけると
(−γνpν +mc)(γµpµ +mc)Ψ = (−γνγµpνpµ +m2c2)Ψ (3.56)
となる。この式がアインシュタイン公式を満たすためには、





−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
















γµ = e µα γ
α (3.60)















λ − Γσµλeβσ) (3.62)





























ds2 = −(1 + a · r)2dt2 + dxidxi (3.65)
になる。よって計量テンソルは 00成分が g00 = −(1+a · r)2に変わるのみ
である。この時の四脚場は e00 = (1+ az), e
i
i = 1であり、他の成分は 0と
なる。これを上記の定義に代入するとハミルトニアンは a · r = ϕとして




ipiϕ) + βmϕ (3.66)
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となる。これは平坦時空でのハミルトニアンをH0としたときに
























x′ = x cos(Ωzt)− y sin(Ωzt) (3.69)
y′ = x sin(Ωzt) + y cos(Ωzt)
z′ = z
この座標系を用いると計量は
ds2 = −dt2 + dx′2 + dy′2 + dz2 (3.70)
= (−1 + Ωz(x2 + y2))dt2 + (−2Ωzy)dxdt+ (2Ωzx)dydt
+dx2 + dy2 + dz2
となる。
ここにある方向への加速度による重力ポテンシャル ϕを考えると
ds2 = (−(1 + ϕ)2 + Ωz(x2 + y2))dt2 + (−2Ωzy)dxdt+ (+2Ωzx)dydt(3.71)





(−(1 + ϕ)2 + Ωz(x2 + y2)) −Ωzy Ωzx　 0
−Ωzy 1 0 0
Ωzx 0 1 0
0 0 0 1
 (3.72)
となる。ここでは弱い重力の近似を用いて















f (−ih̄∂µ + Γµ) +m]Ψ (3.75)

















とまとめた [22, 23]。この導出の際に Ψ −→ eimtΨを行っている。また
Lz = (̄xpy − ypx)/2とした。以下 γf を γと表示する。
次に虚時間への解析接続を行いユークリッド時空での有限温度の分配
関数を考える。このとき添え字はすべて下付きとなる。ガンマ行列は







Z[A] = Det(γν(pν + Tν) +m)　 = exp(ln(Det(γνpν + A+m))) (3.79)
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となる。よって有効作用を
Seff = −lnDet(Det(γνpν + A+m)) (3.80)
とおくことができる。これに関係式 lnDet = Trln を用いて、
Seff = −Trln(Det(γνpν + A+m)) (3.81)

























































が得られる。ここで p2x + p
2
y = r






























[f (2k−1)(b)− f (2k−1)a ]
(3.87)
という展開を与える。ここでB1はベルヌーイ数でありB1 = −1/2, B2 =














dp0 = 0 (3.89)
であり、式 (3.87)の第二項を温度が小さいとして展開したものは



























































l − ∂leak) (3.94)













































= Ṡzrµ + Szvµ (4.1)
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(ϵn − ϵm)(ϵn − ϵm + iη)







































(En − Em + iη)2
− ⟨n|Ṡzrµ|m⟩⟨m|vν |n⟩











(E − Em + iη)2
− ⟨n|Ṡzrµ|m⟩⟨m|vν |n⟩




(E − Em ± iη)2
=
E
(E − Em ± iη)2
− 1

































































G+ = −G− = (iη)−1 (4.10)
であることを用いると ∫
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となるが、第一項目はA(E)と同じ形になるので積分で消える。次に第二
項は












+ −G−1+ rν)(G+ +G−)δ(E −H))　 (4.15)










+ G−)δ(E −H) + rµδ(E −H)(G+G−1− + 1)rνG−
となる。デルタ関数によりE = Hの場合に

















































)(Ṡzr + Szv)(1 +
ϕ
2
) = jSµ +
1
2
















































































diαi + [m− r
∑
i
(1− cos(kiai))]β + ϵk, (4.26)
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nk　 ⟩　 となるが、位相変換に対して an,iは












































となる。ここで ψ は位相の変数であり任意に取れる。このような |R−⟩
に対する Berry接続を Ai = ⟨R−|∂ki|R−⟩とすると Berry曲率は BR =








































































































となると考えられる。ここで ekiは ekx = (
2π
Lx



























































































Uek(k) = ⟨unk|unk+ek⟩/N (A.24)
を考える [29]。ここでN は規格化係数であり、N = |⟨u
nk|unk+ek⟩| であ
る。また ekx = (
2π
Lx





































いま温度 T が位置 rに依存する関数だとして、フェルミ分布関数
f(ϵ(k), T (r)) =
1




































である。平衡分布からのずれを g(k)とすると、∇T と eEの一次までで
g(k) = (−eE− ϵ− µ
T
∇T ) · v(−∂f
∂ϵ
) (B.6)












jc = 　 L11E+ L12(−∇T ), (B.9)





























































となる。熱電係数 αijと電気伝導度 σijおよび、熱伝導度 κijを
jci = σijEj − αij∂jT (B.20)


















































U = TS + µN (B.28)
から出発する。ここでU, T, S, µ,N はそれぞれ、内部エネルギー、温度、
エントロピー、化学ポテンシャル、粒子数である。ここで T, S, µが異な
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dDx[(jE − µjc) · (−∇T
T
) + jc(−∇µ)]





































































[1] D. C. Tsui, H. L. Stomer, and A.C. Gossard: Phys.Lev.Lett.48
(1982) 1559.
[2] Xiao-Liang Qi, Shou-Cheng Zhang: Rev. Mod. Phys. 83, 1057-1110
(2011)
[3] B. Andrei Bernevig, Taylor L. Hughes, Shou-Cheng Zhang: Science.
Vol. 314 no. 5806 pp. 1757-1761
[4] Xiao-Liang Qi, Taylor L. Hughes, and Shou-Cheng Zhang :Phys.
Rev. B 78, 195424 (2008)
[5] M. Z. Hasan and C. L. Kane, Rev. Mod. Phys. 82, 3045 (2010); X.-L.
Qi and S.-C. Zhang, Rev. Mod. Phys. 83,1057 (2011).
[6] Haijun Zhang, Chao-Xing Liu, Xiao-Liang Qi, Xi Dai, Zhong Fang
and Shou-Cheng Zhang: Nature Physics, VOL 5 438 - 442 (2009)
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